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In der vorliegenden Arbeit sollen einige Verallgemeinerungen des bekannten
Theorems von Jackson fUr die Abschatzung der algebraischen besten Approxima­
tion diskutiert werden. Hauptanliegen wird der Beweis von Ungleichungen mit
Stetigkeitsmoduln beliebiger Ordnung in L p , 1 <; p < 00, sein; auBerdem
beschaftigen wir uns mit Aspekten der konstruktiven Beschreibung der Klassen
Hpw und ihrer Analoga.

1

In diesem Paragraphen werden die notwendigen Begriffe und Bezeich­
nungen erhiutert und einige Hilfssatze bewiesen, die wir im weiteren benutzen
werden.

Mit L p =0 Lp(Ll), I ~ p < 00 bezeichnen wir wie gewohnlich den Banach­
raum cler auf dem endlichen Segment Ll =0 [a, b], I Lli = b - a < 00,

meBbaren Funktionen/(x) mit der Norm

Analog definiert man Loo (11/1100 = supvrai"'ELl II(x) I) und C =0 C(Ll)-den
Raum cler auf Ll stetigen Funktionen mit der Norm

IIIII == 11/(x)llc(Ll) = max I/(x)!.
"'ELl

Stetigkeitsmodul m-ter Ordnung, m = 1,2,... , def Funktion IE L p nennen
wIr

o ~ 8 ~ \ Ll 11m,

wobei

Jv.m(h, f) = [I Llhm/(x)IILp(a,b_mh)
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L1 hmj(x) = I (_l)m-v C)f(x + vh)
V~O

die Differenz m-ter Ordnung mit Schrittweite h von f(x) bezichnet. Analog
fUhren wir woo,m(o,j) bzw. wm(o,j) fUr fE L oo bzw. fE C ein. Einfache
Eigenschaften der Stetigkeitsmoduln, die besonders fUr m = I, 2 eine
wichtige Rolle in der konstruktiven Funktionentheorie spielen, kann man
z.B. in der Monographie [18] finden. Wir halten hier ledighlich die Beziehung

(l.l)

und eine Ungleichung vom Marchoud'schen Typ (siehe z.B. [7])

(1.2)

fest. In (1.2) und uberall im weiteren Text werden wit unter C(m), C(m, I), ...
positive, nur von den angegebenen Parametern abhangige Konstanten
verstehen, die in der Regel in verschiedenen Abschiitzungen und Gleichungen
verschieden sind. Wir werden die Funktion w(h), 0 ~ h ~ H, Stetigkeits­
modul nennen und w(h) EQ schreiben, wenn fUr 0 ~ h ~ h + hl ~ H gilt

o~ w(O) = w(+0) ~ w(h) ~ w(h + hl) ~ w(h) + w(hl ).

Es ist wohlbekannt, daB Q mit der Klasse der Stetigkeitsmoduln erster
Ordnung von Funktionen aus C zusammenfallt. Weiterhin werden wir
w(h) E Wm ,m = I, 2, ... , schreiben, wenn diese Funktion fUr 0 ~ h ~ hl ~ H
folgende Bedingungen erfUllt

w(h) ~ 2mw(h(2).

In diesen Definitionen kann die Zahl H > 0 von Funktion zu Funktion
verschieden sein. Da im weiteren nur das Verhalten in der Nullumgebung
von Interesse ist, kann man bei Notwendigkeit w(h) = w(H) bzw. w(h) =
w(H) fUr h > H setzen. Wir bemerken, daB dank der angegebenen Bedingun­
gen die Stetigkeitsmoduln m-ter Ordnung zu Wm gehOren (siehe (1.1)).
AuBerdem gilt Q C Wl C W2 C···. Sei w(h) E Wm , m = 1,2,... , 1 ~ p < 00.

Wir sagenfE H~,m, wenn

wp,m(h, j) = O(w(h)), h -+0.

Fur m = 1, w(h) EQ, erhalten wir die gewohnlichen Klassen Hpw.
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Wir benotigen folgende Behauptungen.

us

LEMMA 1. Sei w(h) E Wm . Dann gilt

hm+l {H ~~2 IOg2 ~ dt = O(w(h)), h -+ O. (1.3)

Beweis. a.B.d.A. setzen wir H = 1. Sei h = 2-k
, k = 1,2,.... Aus den

Eigenschaften von w(h) E Wm folgt

2-k(m+l) II wet) log 2k+!t dt ~ 2-k(m+!) kf w(2-
i
)(k + 1 - i) . _1_

2-k tm+2 2 '-": i~O 2-(Hl)(m+2) 2Hl

k-l 2(k-ilm . 2(Hl)(m+l)(k + 1 - i)
~ " w(2-k)'-": L.. 2k(m+!)

i~O

= O(w(2-k )),

Hieraus leitet man leicht (1.3) abo

k -+ 00.

LEMMA 2. SeifE L p , I <OP < 00, m = 1,2,.... Dann gilt

b-a
0< h <0--. (1.4)

m

Beweis. Fur 0 < hI <0 h <0 I J 11m haben wir die IdentiHit

= I (-1)V C) I (_1)m-i C~)f(x + vh + j m -: 2v hI)
v~O )=0 ]

= I (-1)" (:) L1('(m-2v)/m)hJ(X + vh).
v=o

Wir bemerken, daB die erste Summe fUr j = 0 die mote Differenz J"mf(x)
enthiilt, und stellen die IdentiHit nach ihr urn. Danach werden beide Seiten
in die p-te Potenz erhoben. Jetzt wird die fUr beliebige reelle Oi und naturliche
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n-giiltige Ungleichung I L~=1 ai [V ~ nV- 1L~~1 I ai IV entsprechend benutzt
und nach X in den Grenzen von a bis b - mh integriert. Das ergibt die
Ungleichung

J~.m(h, f) ~ CV(m) l~o J~.m (I m -: 2v IhI, f)

+ i~ J~.m (I h - ~ h11,f)l·
Wir integrieren hier nach hI von Obis h und erhalten

Damit ist Lemma 2 bewiesen.
Folgender Hilfssatz wurde von Brudnyi in [2] angegeben und spielt in

unseren weiteren Betrachtungen eine wichtige Rolle.

LEMMA 3. Fur Z E [-I, I] setzen wir

e.(x) = 1°,!I,
X ~z,

X < z,
XE[-I,I]. (1.5)

Dann existieren algebraische Polynome Q.(x) = Q2nZ(X; z) der Ordnung
~ 2nl mit der Beziehung

e (x) - Q (X) [ s: C(l)
z z ~ (n I arccos x - arccos z I + 1)21-1 '

X E [-1,1],
(1.6)

wobei n = 0, I, ... , I = 1,2,... gilt.

Mit Pm - Pm(X) bezeichnen wir algebraische Polynome der Ordnung ~ m,
m = 0,1,....

LEMMA 4. Fur x E ( - 00, (0) gilt die Abschiitzung

1 ~ p < 00, (1.7)
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wobei
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o(X) = Om(X; Ll) = I,

= I x - a i b 1

m

/ I Ll 1
m

,

XELl

X E (-00, oo)\Ll.
(1.8)

Beweis. Wenn X E Ll, so gilt einfach I Pm(X) I ~ II Pm Ilc(.1). Fiir X E

(- 00, 00)\Ll benutzen wir eine Ungleichung von Cebysev (siehe [18, S. 79])

[
2x - a - b]

,,[ Pm(X)I ~ ch m arcch b _ a '11 Pm Ilc(.1)'

wobei

ch(m arcch t) = t[(t + (t 2 - 1)1/2)m + (t - (t 2 - 1)1/2)m]

~ 2m I ti m , [ t I ~ I

gilt. Wenn man also o(x) gem~iB (1.8) festlegt, so ist offenbar

X E ( - 00, (0).

Der Beweis schlieBt mit der Anwendung einer Ungleichung aus [18, S. 251]

Sei nun Em,p(f) = infPm Ilj(x) - Pm(x)IIL,,(.1), m = 0, I, ... , die beste Approxi­
mation der Funktion j E L p , I ~ p ~ 00, mit Hilfe aigebraischer Polynome
der Ordnung ~ m auf dem Segment Ll. Analog definiert man Em(f) fUr
fE C. Fiir Funktionen aus dem Raum L oo (und damit auch aus C) hat
Whitney in [19] folgende Ungleichung angegeben:

Em,oo(f) ~ C(m) woo,mH(1 Ll !!(m + I), f), j E L oo .

Bine Verallgemeinerung dieses Resultates auf die Raume L p , I ~ p < 00,

bewies Brudnyi [3]; sie ist auch als Spezialfall in Ergebnissen aus der Approxi­
mationstheorie mit Splinefunktionen enthalten (siehe [5, 13]). Vor kurzem
hat Storozenko [14] (vergi. auch die Arbeit [15], in der der Fall °< p < I
betrachtet wurde) foigende Verbesserung dieses Ergebnisses erreicht: Sei
fE L p , I ~p < 00, m = 0, I, .... Dann gilt

[
I I fl.1I!(2mHl /l/P

Em,p(f) ~ C(m) !TLfT 0 f~.mH(g,f) dg l

+ fp,mH (2~Ll~ 1 ,f)].
Wir benotigen diese Abschatzung in etwas anderer Gestalt.

(1.9)
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LEMMA 5. Sei f(x) E LP(Ll), 1 ~ p < 00, m = 0, 1,.... Dann existiert
ein Polynom P(x) = Pm(x;Ll,f) von der Ordnung ~ m,Jiir das die Ungleichung

1
1 I<l1/(m+1) /l/P

Em.if) ~ Ilf - P lip ~ C(m) T2iT { J:.m+1(g,f) dg
j (1.10)

erfiillt ist.

Zum Beweis von (1.10) geniigt es, Lemma 2 und (1.9) zu kombinieren.
AIs Ietztes betrachten wir eine beliebige Zerlegung des Segments Ll

1T: a = Xo < Xl < ... < Xr = b

und definieren fUr eine gegebene FunktionfE L p die stiickweise-polynomia1e
Funktion der Ordnung ~ m

S(X) - Sm(x; 1T, f) = Pm(x; Ll j , f), X E Ll j == [Xj-1, Xj), j = 1,... , r.
(1.11)

Sei noch.3 = maXj I Ll j I, 4 = minj I Ll j I.

LEMMA 6. Sei f(x) E Lp(Ll), 1 ~ p < 00, m = 0,1,.... Dann gilt fur
die in (1.11) definierte Funktion S(x)

I 1 fA/(m+1) /l/P
Ilf - S lip ~ C(m) ILl J~.m+1(g, f) dg

j
- 0

(
.3 )l/P (.3 )

~ C(m) 4 W p ,m+1 m + 1 ' f .

(1.12)

Der Beweis von Lemma 6 reduziert sich auf ein Addieren der Abschatzungen
(1.10) und einige e1ementare Umformungen; wir fUhren ihn deshalb hier
nicht durch. Wir bemerken noch, daB die letzte Ungleichung aus (1.12)
in einem allgemeineren Fall bereits in [13] angegeben wurde.

2

Eines der klassischen Ergebnisse der Approximationstheorie ist die
Ungleichung von D. Jackson

(
b - a )

En(f) ~ CW1 n + 1 ,f , n = 0, 1,... ,fE C. (2.1)

Ein ahnliches Resu1tat fUr den Fall der Raume L p , 1 ~ p < 00, wurde
von Potapov in [11] bewiesen. Es bleibt zu fragen, ob eine Abschatzung
vom Typ (2.1) auch mit Stetigkeitsmoduln beliebiger Ordnung in der rechten
Seite bestehen bleibt, wie es fUr die trigonometrische beste Approximation
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der Fall ist. Die Richtigkeit einer derartigen Behauptung fUr den Raum C
der stetigen Funktionen folgt aus einem Ergebnis von Brudnyi [2], [4],
das wir in Teil 3 (Theorem C) anfUhren.

Wir geben hier eine Antwort auf die gestellte Frage fUr die Raume L p ,

I~p<oo.

THEOREM 1. Sei f(x) E L'P(Ll), 1 ~ p < 00, m = 1, 2, .... Fur beliebige
n :? m - 1 gilt

(2.2)

Beweis. a.B.d.A. setzen wir Ll = [-1, 1] voraus. Wir fixieren m und p,
m = 1,2,... , 1 ~p < 00. Fur n = 0,1,... betrachten wir die Zerlegungen

7Tln); Cl:o < Cl:1 < ... < Cl: n +1'

__ (n) 2i
Cl:i = Cl:i = -1 + n + 1 ' i = 0,... , n + 1

des Segments [-1,1] in n + 1 gleiche Teile. Es ist gut bekannt (vergl. [5,
13]), daB fUr ein gegebenes f E L p eine Splinefunktion S(x) -- Sm,n(x; f)
mit den Eigenschaften

S(x) = Plx),

Slm-2)(X) E C(-I, 1),

i = 1,... , n + 1,

m :? 2

(2.3)

(2.4)

existiert (hier sind Pi(x) == Pm-l.i(X) gewisse Polynome von der Ordnung
~ m - 1), fUr die die Ungleichung

Ilf - Sm.n II'P ~ C(m) W'P.m ( m(n~ 1) , I) (2.5)

erfUllt ist, n = 0, 1,.... Wir bemerken, daB dank (2.3), (2.4)

Pi(x) - Pi+1(x) = {3i(X - Cl:i)m-\ i = 1,... , n (2.6)

mit gewissen reellen {3i gilt und daB aufgrund von (2.5) leicht

W'P.m (m(n ~ 1) , Sm.n) ~ C(m) Wp,m (m(n~ 1) ,I) (2.7)

folgt. Unter Benutzung der Funktionen (1.5) konnen wir jetzt schreiben

n+l

Sex) = L: p;(x)(ea;(x)- eai-1(x»
i~l

n

= L: eai(X)(Pi(x) - Pi+1(x» + Pn+1(X).
i~l



120 P. OSWALD

Aus Lemma 3 mit I = [em - 1)/2] + 2 folgt nun, daB Polynome Qi(X) ==
Q2nl(X, (X~n») von der Ordnung ~ (m + 3) n derart existieren, daB

i = 1,... , n (2.8)

(2.10)

gilt. Demnach haben die Polynome

n

P(x) == Pm.n(x) = I Qi(X)(P;(x) - Pi+l(X)) + Pn+l(x) (2.9)
i~1

die Ordnung ~ m - 1 + (m + 3) n, n = 0,1,00.. Also bekommen wir
aus (2.6), (2.8) und der Jensen'schen Ungleichung f~r n = 1,2"",

ISex) - P(x)IP = It (Q;(x) - 6),,;(x))(Pi(x) - Pi+1(x)f
.=1

~ C(m)P (,I.=n
1

I ~i I . I x - (Xi Im-1 )P
• (n I x - (Xi I + 1)m+l

(
n I x - (Xi Im-1 )P-1

~ C(m)P i~1 (n I x - (Xi I + 1)m+l

X n I x - (X; Im-1 I ~; IP

;~ (n I x - (Xi I + 1)m+1

Da wir aber fUr jedes x E [-1, 1] die Abschatzung

n I x - (Xi Im-1 n+1 (2iln + 1)m-1
i~ (n I x - (Xi I + 1)m+1 ~ 2 t1 (n(2(i - I)ln + 1) + 1)m+!

,-< C(m) ~ i-2 < C(m)(n + I)-(m-I)
'-':: (n + 1)m-1 i~ '-'::

haben, foIgt aus (2.10)

rISex) - P(x)[P dx ~ C(m)P (n + l)-(p-1)(m-1)
-1

n PJl I x - (Xi Im-l dx
X i~ I ~i I -1 (n I x - (Xi I + l)m+!

Bine unmitte1bare Rechnung zeigt, daB

II I x - (Xi Im-l dx
-1 (n I x - !Xi I + l)m+!

f
2 Xm-l dx 2 00. 2 C

~ 2 0 (nx + l)m+! ~ (n + 1)m iE /- ~ (n + l)m
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gilt. Aus den letzten beiden Ungleichungen erhalten wir
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n

II S - P I!~ :(; C(m)P (n + l)-I-(m-l)p I I f3i IP. (2.11)
i~1

Wir schatzen ab

"i+2!m(n+l) "i+2!m(n+l)f I P;(x) - Pi+1(x)IP dx = f I f3i IP I x - (Xi !lm-I)p dx
ai Of.i

f
2 /m(n+1)

= I f3i IP 0 Xlm-I)P dx

~ C(m)P I f3i IP (n + 1)-Hm-l) Po (2.12)

Da aber dank (203) die Gleichheit

= :~: (_l)m-v+1 C) Pi (x + v men~ 1) ) - Pi+1 (x + n ~ 1 )

= -Ll~m(n+1)Pi(X) + Pi (x + n ~ 1 ) - Pi+1 (x + n ~ 1 )

X EO ((Xi_I' (Xi-I + men~ 1) )

besteht, schlieBen wir mit (2011), (2.12), daB flir n = 1,2'000

n-I "i+2!m(n+l)

liS - P II~ :(; C(my ?: f I Ll;'!m(n+I)S(X)[P dx
1.=0 ai

gilt. Fur n = 0 ist einfach Sex) = P(x)o Unter Berucksichtigung der letzten
Ungleichung, von (205) und (207) erhalten wir, daB die konstruierten
Polynome (2.9) der Abschatzung

Ilf - Pm •n lip :(; Ilf - S Ilv + II S - P lip

:(; C(m) Wp,m ( men~ 1) ,f) (2.13)
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geniigen. Wir setzen nun Pn(x) = Pm.k(X) fUr m - 1 + (m + 3) k ~ n <
m - 1 + (m + 3)(k + 1), k = 0,1,.... Auf Grund von (2.9), (2.13) und
den Eigenschaften des Stetigkeitsmoduls m-ter Ordnung (z.B. (1.1)) iiberzeugt
man sich leicht, daB diese Polynome Pn(x), n ~ m - I, die gesuchten sind.
Damit ist Theorem I bewiesen.

Aus Theorem lund der Ungleichung

r = 1,2,... ,

wobei Wpr 0== Wpr(Ll) die Klasse differenzierbarer Funktionen/(x) bezeichnet,
fUr die pr-ll(x) absolut stetig auf Ll ist und f(rl(x) E Lp(Ll) gilt, folgt sofort
eine Behauptung, die gewohnlich zweites Theorem von Jackson genannt
wird: Wenn IE Wp

r , 1 ~p < 00, r = 1,2,... , m = 1,2,... gilt, so besteht
fUr n ~ m + r - 1 die Abschatzung

Aus unseren Ergebnissen folgt weiterhin, daB fUr Funktionen I E H~,m

(w(h) EO Wm) und n ~ m - 1 die Beziehung

En.vU) = O(w(1/n)), n ---+ r:tJ, (2.15)

gilt. Es ist gut bekannt, daB umgekehrt (2.15) nicht unbedingt fE H~.m

impliziert. Unter Benutzung der gewohnlichen Technik zum Beweis von
Umkehrsiitzen und der Ungleichung von Lebed' [8] fUr die Lp-Norm der
Ableitung eines algebraischen Polynoms kann man allerdings Umkehrsiitze
fUr jedes vollig im Inneren von Ll liegende Segment gewinnen.

Daraus liiBt sich nun folgende Variante zur Charakterisierung der Klassen
H~.m ableiten: Gegeben seien eine Funktion f(x) E Lp(Ll), 1 ~ p < 00,

eine (fixierte) natiirliche Zahl m, m = 1,2,... , und ein beliebiges (fixiertes)
Segment Ll' = [a', b'] mit Ll C (a', b'). Besov hat in [1] gezeigt, daB eine
Fortsetzung !(x), x ELl', der Funktion f(x) existiert (d.h. /(x) = f(x) fUr
x ELl), fUr die

Wp.m(h,!) = O(wp.m(h, f)),

gilt. Wenn w(h) E Wm der Beziehung

hmf: ;~~~ dt = O(w(h)),

geniigt, so sind folgende Aussagen iiquivalent

h ---+ 0,

h ---+ 0, (2.16)

(1) fE H~,m

(2) En,p(J) = 0 (w (~)), n ---+ 00.
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Wie weiter oben schon deutlich wurde, ist die Frage nach der Umkehr­
barkeit der direkten Theoreme fiir die algebraische beste Approximation
und der konstruktiven Charakterisierung von Funktionenklassen, die
durch Struktureigenschaften beschrieben werden, nicht vollstandig geklart.
Diese Aussage bezieht sich vorrangigauf den Fall der Raume Lv , 1 ~ p < OCJ.

Fur die Metrik des Raumes Chat als erster Nikolskil in [10] bemerkt, daB
man eine Funktion f(x) E Lip 1 - H6 an den Enden des Segments besser
annahern kann als in der Mitte. In Fortsetzung dieser Idee bewies A. F. Timan
folgende Behauptung.

THEOREM A ([16]). Fur f(x) E C und n = 1,2,... existieren algebraische
Polynome Pn(x) der Ordnung ~ n, fur die gilt

Hier und weiter unten nehmen wir O.B.d.A. Ll = [-1, 1] an.
Etwas spater wurde von Dzjadyk [6] und A.F. Timan [17] die Umkehrung

dieses Satzes gezeigt.

THEOREM B. Wenn f(x) E C gilt und fur ein gewisses w(h) E Q (3.1)
erfu!!t ist, so hat man die Abschiitzung

(
(1 wet) )

w1(h,1) = 0 h J
h
[2 dt , h ---+ O.

Theorem A und B zusammen implizieren eine konstruktive Beschreibung
cler Klassen Hw, wenn w(h) fiir m = 1 der Beziehung (2.16) genugt. Wir
bemerken noch, daB Brudnyi in [4] (3.1) fiir Stetigkeitsmoduln hOherer
Ordnung bewiesen hat.

THEOREM C. Fur jede Funktion f(x) E C und m = 1,2'00' existiert eine
Folge von Polynomen {Pn(x)}~~m_l , so daft gilt

n~m-l. (3.2)

Die strukturelle Beschreibung von Funktionenklassen, die durch die
zu (3.1) analogen Aussagen in den Raumen L 1' , 1 ~ P < 00, bestimmt
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sind, d.h. der Klassen von Funktionen f(x) E L p , 1 ~ p < 00, fUr die bei
gewissem w(h) E Q Polynome Pn(x), n ~ 1 existieren, so daB

I
I lex) - Pn(x) I
I

w ( (1 - X2)1/2 +~) = 0(1),
n n Lp(-l.l)

n --+ 00 (3.3)

gilt, fUhrte Potapov und Lebed' zur Definition neuer Klassen Apw (siehe
z.B. [12, 9]). Uingere Zeit war nicht klar, ob (3.3) auch die Klassen Hpw
beschreibt. V. P. Motornyi hat nun in [9] festgestellt, daB die Klassen Apw
und Hpw im allgemeinen verschieden sind, undgleichzeitig eine Variante
der Verallgemeinerung des Theorems A vorgeschlagen, die eine Umkehrung
im Sinne von Theorem B und eine Charakterisierung der Klassen erlaubt.
Bei der Formulierung und Verallgemeinerung dieses Ergebnisses verandern
wir die Konstruktion aus [9] geringfUgig. Sei

i = 0, 1,... ,

d.h. (1 - ai2)1/2 = 2-l i l. Wir betrachten die Zerlegungen

k = 0, 1, Die Abschnitte der Zerlegungen bezeichnen wir mit Elk>,
i = ±1, , ±(k+ 1). Theorem A kann nun so umformuliert werden:
WennfE C, so existiert eine Folge von Polynomen {Pn(X)}~=l , so daB

n = 1,2,... ,

wobei {Sn(x)} mit Hilfe von {Pn(x)} auf folgende Art bestimmt ist: Sn(x)
stellt eine stiickweise-polynomiale Funktion auf der Zerlegung 7Tk gemaB

i = ±I,... , ±(k + I) (3.4)

dar, wobei k = [log2 n12] gilt und [a] den ganzen Teil von a bezeichnet.
In dieser Formulierung gelang es in [9], die Theoreme A und B auf die

Raume L p zu iibertragen.

THEOREM D. Sei fE L p , 1 ~ p < 00 und w(h) E Q.

(1) WennfE Hpw gilt, so existiert eine Folge {Pn(x)}~~l' so daJ3

Ilf - Sn lip ~ Cw(l/n), n = 1,2,... , (3.5)

wobei {Sn(x)} mit Hilfe von {Pn(x)} gemii./3 (3.4) definiert wird und die Konstante
C nicht von n undf abhiingt.
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(2) Umgekehrt, wenn eine Folge von Polynomen {P,,(x)} existiert, fur
die (3.5) erfullt ist, so gilt

(
(1 wet) 2t)

w p .1(h,1) = 0 h J" f2 log2 Ii dt , h~O. (3.6)

Aus Theorem D folgt leicht die Charakterisierung der Klassen Hpw,
wenn w(h) fUr m = 1 (2.16) genugt.

In diesem Paragraphen werden wir Theorem D fUr Stetigkeitsmoduln
hoherer Ordnung herleiten.

THEOREM 2. Sei f E L p , 1 ~ p < 00, sowie m = 0, 1,... eine naturliche
Zahl. Dann existiert eine Folge von Polynomen {Pn(x)}:=m, so dajJ fur
n = 1,2,... ,

!if - Sn lip ~ CCm, p) W p ,m+l(1!(m + 1) n,1) (3.7)

gilt, wobei Sn(x) in (3.4) definiert und Pl(x) = ... = Pm-l(X) = Pm(x) gesetzt
ist.

Beweis. Von der Idee her werden wir einige Gedanken aus [4, 9] sowie
aus dem Beweis von Theorem 1 kombinieren, allerdings bringt der Ubergang
zu Stetigkeitsmoduln beliebiger Ordnung einige technische Schwierigkeiten
mit sich, die den Beweis langwierig machen.

Wir betrachten wieder die oben eingefUhrten Zerlegungen 7Tk und teilen
jeden Abschnitt Elk) in 2k-l i l+1 gleiche Teile, i = ±l,... , ±(k + 1), und
erhalten neue Zerlegungen

mit den Abschnitten Ll~k) = [x~~i, X~k»), j = -N + 1,... , N, N = N(k).
Wir halten hier eine Eigenschaft fest, die wir unten oft benutzen werden:
Wenn Ll~k) C EJk) gilt, so haben wir

(3.8)

(wir schreiben fx g, wenn absolute Konstanten Cl , C2 derart existieren
daB 0< Cl ~f' g-1 ~ C2 < rXJ gilt fUr beliebige Werte der Parameter,
von denen fund g abhiingen).

Wir fUhren nun die stuckweise-polynomiale Funktion

j = -N + 1, ... , N, N = N(k)
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ein, wobei Pjk)(X) = Pm(X; LW),j) die (LlO) erfiillenden Polynome der
Ordnung :::;; m aus Lemma 5 darstellen. GemiiB dieser Definition gilt

N

S~l)(X) = I p;k)(x)(e.,~k)(X) - e.,(k) (x»,
j=-N+l ' ,-1

und wenn man hier e",~k)(X) durch die Polynome Q~k,Z)(X) -- Q2k+1Z(X; X~k»

aus Lemma 3 ersetzt, bekommen wir eine Foige von Polynomen

N

Rix) = L: p;k)(X)(Qjk·ll(x) - Q;~i\x»
j=-NH

(3.9)

der Ordnung :::;; m + 2kHZ, k = 0, 1,.... Die natiirliche Zahl Zwerden wir
weiter unten definieren. Wir fiihren noch zwei stiickweise-polynomiale
Funktionen ein

S~)(x) = Rk-lil+I(X),

S~3)(X) = Sk-lil+1(X),
X E E i([kI2]), i = ±1,... , ±([k/2] + 1) (3.10)

k = 0, 1,.... Die in (3.10) mit Hilfe von {Rk(x)} konstruierte Funktion
entspricht schon in gewissen Sinne S2k(X) aus (3.4), wir werden daher
II! - Sk2) lip abschatzen und die notwendigen Korrekturen in {Rk(x)} und
{S:'2)(X)} am Ende vornehmen. Zunachst betrachten wir II! - Sk3

) lip. Laut
(3.10) gilt

S~3)(X) = Pm(x; Ll;k-lil+I), j),

x E Ll?-lil+I) C Ei([kI2J>, i = ±1,... , ±([k/2] + 1).

Andererseits folgt aus (3.8) fUr LW-1i/+l) C Ef[k/2)], i = ± I,... , ±([k/2] + 1)
die Beziehung I LlJk-1iIH) I X 2-k , so daB die Anwendung von Lemma 6 die
Ungleichung

II! - S~3) lip:::;; cem) W p ,m+1 (2 k(m 1+ 1) ,f) (3.11)

ergibt. Hieraus konnen wir sofort

(3.12)

ableiten. Wir wenden uns nun der Abschatzung von

I Rk-lil+l(X) - S~~lil+I(x)1 p dx = I Ii
i

(3.13)
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ZU, wobei

x (l9"'fk- 1il+l)(X) - Q~k-lil+1.z) (X)f dx.

gilt. Wir benutzen wieder Lemma 3 und bekommen fUr x E [-1, 1]

I Q (x) - Q(k-lil+U)(x)1
o:::J",~k-lil+l) j

:< cel)
~ (2k - lil +1 I arccos x - arccos x~k-lil+1) I + 1)21-1

Fur die Differenz Pj~1Iil+1)(x) - Pjk-1il+l)(X) und das Segment

wenden wir Lemma 4 an
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(3.14)

('I p(k-lil+1) p(k.-lil+1) II
1+1 - j IL <,f(k-!il+l»

:< C( ) <;-(k-lil+1)( ) • , (3 15)
~ m OJ x I L1<.k-lil+ll I 11P ,.

3

wobei W-1i l+l)(X) == Sm(x; L1}k- 1i l+1» gemaB (1.8) gesetzt wurde. Aus
(3.14), (3.15) und der Jensen'schen Ungleichung folgtjetzt

P l( S~k-lil+1)(x) )P-1
Ii ~ C(m, l) t1[k12]) ~ (2k-lil+1 I arccos x _ arccos x~k-lil+1) I + 1)21-1

S(k-l i l+1)(X) II p(k-lil+1) - p(k-lil+1) liP
j 1+1 j L.<J}k-lil+l» !

•~ I L1~k-I;I+1) I (2k- I;I+1 [ arccos x - arccos x<k-lil+ll I + 1)21-1\ dx.
(3.16)

Es zeigt sich, daB fUr I > m + 1 die Abschatzung

1
S;k-lil+1)(x) \

s~B]) ~ (2k-I;I+l I arccos x - arccos x<.k-lil+ll I + 1)21-1",eEi 2 3 3

= cem, I) < 00 (3.17)
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besteht. Zum Beweis dieser Behauptung konnen wir uns o.B.d.A. auf i > 0
beschdinken. Es gibt nun 4 Moglichkeiten

(a) LI ~k-i+I) C E(k-Hl)
J ~+r,

(b) LI ~k-i+I) C E(k-i+I)
:J ~+r'

(c) LI ~k-i+I) C E(k-i+I)
:J 'l,-r'

(d) LI ~k-Hl) C E(k-Hl)
J -r,

r = 2, ... , k + 2 - 2i

r = -1,0, I

r = 2 l' (E(k-Hl) = E(k-i+I»), ... , , 0 -1

r = 2, ... , k - i + 2.

Die Summe in (3.17) unterteilt sich dementsprechend in 4 Untersummen.
Der groBeren Dbersichtlichkeit halber lassen wir zeitweise den Index
(k - i + 1) weg. Vnter der Voraussetzung (a) ist fUr x E E~(k/2Il

I arccos x - arccos Xj I ;;?: (I - a;_I)-1I2 I x - Xj I = 2i
-
1 I x - Xj I

und 8lx) :( CCrn) I x - Xj 1
m

I L1 j I-m, so daB

8lx) IX-X· Im+I-2Z

(2 k- H1 I arccos x - arccos Xj I + 1)2Z-1 :( C(rn) I L1 j 1m .J 2 k(2H)

gilt. Weiter haben wir I x - Xj I X 2-2i ; daher folgt aus der Konstruktion
von 7Tk-i+I und (3.8) die Abschiitzung

Sea) = I x - Xj Im-2!+1
I L1 j 1m 2k (2Z-11

2-2i(m-2l+I)

:( C(rn) L L 2-(k+rlm. 2k(2Z-1)
r .1j CEi +r

2-2i(m-2Z+Il
:s::: C( )" 2k - 2i- r +1'" rn L, 2-(k+r)m 2k(2l-1)

r

k-2H2
:( C(rn) 2(k-2i)(m-2!+21 L 2(m-l)r

r~2

:( C(rn) 2(k-2i)(2m-2Z+l).

Also gilt s(a) :( C(rn) fUr 1> rn + t. 1m Fall (b) erhalten wir durch analoge
Betrachtungen

S(b) == L
LJ;CUi=_lEi +r

:( CCrn, I) L:
L1jCU~ __lEHT

(2 k I x - Xj I + l)m-2l+1

co

:( CCrn, I) L: r-2l+1 :( CCrn, I),
j~l

rn
1>2+1.
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Vnter der Voraussetzung (c) und x E El[k/2>] ist

I arccos x - arccos Xj I ;? (l - aL_l)-1I2 I x - Xj I ;? C . 2 i
-

r I x - Xj I

und I x - Xj I X 2-2(i-rl, womit weiter wie oben folgt

i

:::;; C(m, I) I L
r=2 LJjCEi +r

I x - Xj Im-2l+!

I Ll j 1m 2(k-r)(2l-1)

i 2-2(i-r)(m-21+1)
< C( I)" . 2 k - 2i+r+l"" m, 1... 2 (k-r)m 2(k-r)(21 1)

r~2

i

:::;; C(m, I) 2(k-2i)(m-21+2) I 2r (m-2!+2l :::;; C(m, I),
r~2

m
1>2+1.

1m Fall (d) benutzen wir die Beziehungen I x - Xj I x 1 und

2k- i +! I arccos x - arccos Xj I + 1 X 2k - i

fiir x E m[k/2]l. Das ergibt

k-i+2 2(k-i+r)m k-i+2
- C(m) L 2 k - i - r +2 :::;; C(m) 2(k-i)(m-21+2) I 2(m-1)r
- r~2 2(k-i)(21 1) r~2

:::;; C(m) 2(k-i)(2m-21+!l :::;; C(m),

sobald I > m + i gilt. Damit ist (3.17) gezeigt. Vnter Beachtung von (3.17)
bleiben in (3.16) noch die Integrale

~(k-i+l)( ) d
l~k-i+1) = f OJ X X

1 E,(lkl.]) ILl? i+!J I (2k i+1 I arccos x - arccos X(k i+1) I + 1)21-1

abzuschatzen. Dabei unterscheiden wir wieder die Moglichkeiten (a), (b),
(c), (d) und lassen den Index (k - i + 1) weg. Die schon oben aufgefiihrten
Vngleichungen rUr die einzelnen Hille werden ohne nochmalige Erwiihnung
benutzt. Fiir (a) haben wir

f
ix - Xj Im-21+!

I j :::;; C(m) I L1 1m+! 2k(2l-1l dx
E,{[kl.]) j

2-2i(m-2!+1)

:::;; C(m, I) 2-2i 2-(k+r)(m+1) 2k (21-1) :::;; C(m, I) 2(k-2i)(m-2/+2l 2r (m+ll

:::;; C(m, I) 2 r (2m+3-211, (k - 2i ;? r + 2, 1 > ; + 1). (3.18)
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1m Fall (b) bekommt man

P. OSWALD

I j ~ C(m, l) f
E([kI2])

i

(2 k I x - Xj I + l)m-21+1

I Ll
j
I dx

;(;; C(m, I) 2k f'" (2k x+ l)m-21+1 dx ;(;; C(m, l)
o

(3.19)

fUr I> ml2 + 1. Auf dieselbe Art und Weise zeigt man fUr (c) und (d)
entsprechende Ungleichungen

I j ~ C(m, I) 2r(m-2/),

I j ;(;; C(m, I) 2-kll - 3j2-m).

I> m + t (3.20)

(3.21)

Wie im Beweis von Theorem 1 bemerken wir nun die Gleichheit

Llm+l S(I) () p (k-i+1)() p (k-i+1)( )
lJ'ik-i+l)1 k-i+1 x = j+1 X - j x ,

Wir summieren jetzt die Ungleichungen (3.18) bei fixiertem r nach Ll j C Ei+r

und i ~ 1. Mit Hilfe von Lemma 6 ergibt sich auf analoge Weise wie beim
Nachweis von (3.11) und (3.12) die AbscMtzung

~ C(m I) 2r(2m+3-20 1> (2-(k+r)(m + 1)-1 S(3»
"", W1>.m+l , k+r

./' C( I) 2r(2m+3-20 1> ( 1 f)
"'" m, W1>.m+1 2k(m + 1) , , (3.22)

r = 2,..., k + 1. Fur r = 0, 1 beweist man (3.22) unter Benutzung von
(3.19). Genauso verfahren wir mit (3.19) und (3.20), urn

" " /(k-i+1) II p(k-i+l) p(k-i+l) 111>L. L. 1 1+1 - 1 L (J'(k-i+l»
i-;.r .d}k-i+l)CEf~ ..;:i+l) " i

< C( I) 2 r (m-21+(m+ll1J) 1> ( 1 f)
~ m, W p ,m+1 2k(m + 1) , (3.23)
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(3.24)

fiir r = 1,2,... , [kI2] + 1 zu erhalten. Dabei wurde (Ll) ausgenutzt. Die
Summierung der Beziehungen (3.21) fUhrt zur Ungleichung

k+l
~ C(m, /) 2-k(!-m-3/2l L w~.m+1(r(k+r\m + 1)-\ f)

r~-[k/2l+l

~ C(m /) 2-k(t-m-3/2) \ [k~+1 2r(m+1)'lJ + (k + 1)1 w'lJ ( 1 f)""', I ;:0 \ 'lJ.m+1 2k(m + 1)'

~ C(m /) 2-k(t-m-3/2-(m+l)'lJ/2)w'lJ ( 1 f)
"'" , 'lJ.m+1 2k(m + 1)' .

Fiir i ~ -1 bekommen wir analoge Abschatzungen. Wir addieren (3.22)­
(3.24) und beachten (3.13), (3.16) sowie (3.17). Wenn man dabei

/ == /(m,p) = [m + ~ + m tip] + 1

setzt, so ergibt das

II si2) - si3) II~ ~ C(m, /)'lJ w~.m+1 (2k(m
1
+ 1)' f)

+ 2(k/2)(2m+(m+l)'lJ+3- 2!)l
~ C(m,p) w~.m+1 (2k(m1+ 1) ,f). (3.25)

Die Vereinigung von (3.11) und (3.25) impliziert das gewiinschte Zwischen­
resultat:

(3.26)

(3.27)

Wir haben also Polynome Rk(x) von der Ordnung ~ m + 2k+l/(m,p),
k = 0, 1,... , derart angegeben, daB die in (3.10) definierten stiickweise­
polynomialen Funktionen SI.2l(X) der Ungleichung (3.26) geniigen.

Wir kommen nun zum unmittelbaren Beweis von (3.7). Wir bemerken,
daB fUr geniigend groBe k, k ;?; k(m) die Beziehung

S = [ 2
k

- m ] X I 2k
k - 2/(m, p) 2/(m, p)
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gilt. Wir bestimmen nun gemaB Lemma 3Polynome (W)(x) ==Q2Sk!(m,p)(X,x~kl)

und mit deren Hilfe Polynome j'Mx) von der Ordnung ~ m + 21(m,p) Sk ~
2k (siehe (3.9), wo statt QJk,!l(X) jetzt QJkl(X) gesetzt wird). Es ist Ieicht
einzusehen, daB auf der Grundlage von (3.27) fur genugend groBe k,
k ~ k(m), die weiteren Abschatzungen mit neuen, von m und p abhangigen
Konstanten in Kraft bleiben, wenn in (3.10) Rix) durch Rix) ersetzt wird.
Sei

Pn(x) = Pm(x; [-1, I],f),
= Rk(x), 2k ~ n < 2k+1,

n < 2k (m)

k ~ k(m).

Das ist die gesuchte Foige von Polynomen. Tatsachlich ist Iaut Konstruktion
Pix), n ~ m ein Polynom der Ordnung ~ n. Fur groBe n, 2k ~ n < 2k+1,
k ~ 2k(m), fallen die in (3.4) definierten Funktionen Six) mit Sj.2)(X)
zusammen, so daB

IIf - Sn lip ~ C(m,p) Wp.m+1 (2k(mI+ 1) ,f)

~ C(m, p) Wp.m+l (n(m 1+ 1) ,1)
gilt. Fur kleine n, n < 22k (m), besagen unsere oben angestellten Betrachtungen,
daB

Ilf-Snilp ~ C(m,p) lllf- Pm(x; [-1, I],f)llp + Wp.m+l (n(m 1+ 1) ,f)l
~ C(m,p) Wp.m+l (m ~ 1 ,f)

~ C(m, p) Wp,m+l (n(m 1+ 1) ,f)
gilt. Damit ist der Beweis von Theorem 2 abgeschlossen.

Wir verscharfen und verallgemeinern jetzt den zweiten Teil von Theorem D.

TIIEOREM 3. SeifELp , 1 ~p < 00, m = 0,1,.... Wenn eine Folge von
Polynomen {Pn(x)}~=m existiert,fur die

II! - Sn lip = O(w(1jn)), n--+ 00, (3.28)

(3.29)h--+O.

mit w(h) E Wm+l gilt, wobei Sn(X) wie in Theorem 2 definiert wird, so folgt

wp.m+1(h, f) = 0 (hm+l f ;:~~ dt),

(3.30)h--+O.

Beweis. Wir zeigen zunachst ein etwas schwacheres Resultat, das eine
genaue Verallgemeinerung von (3.6) darstellt

wp,m+l(h, f) = 0 (hm+1 f ;:~~ log2 ~ dt),
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Wir benutzen dabei die in [9] angestellten Betrachtungen. Sei
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Aus (3.28) fo1gt sofort die Beziehung

i --+ 00. (3.31)

Fur genugend k1eine h bestimmen wir k, k = 0, 1,... , gemiif3

1 1
2k +1(m + 1) < h < 2k(m + 1) .

Aus dem Segement [-1, 1 - (m + 1) h] werden die Abschnitte
[ai - (m + 1) h, ai), i = -[kI2], ... , [kI2], entfernt und die Restmenge mit
Eh bezeichnet. Dann gilt

m+l m + 1 \ I k IP 11
/

p

+ v~ ( V )IIe
h

I(x + vh) - i~ Q2lx + vh) dx\

+ O(w(2-k))

k

~ hm+l I II Q;',"+l) IlL (-1,1) + O(w(h)).
i=O :P

(3.32)

Unter Benutzung der Konstruktion der Funktionen Q2i(X) auf EJk) und der
Ung1eichung von Lebed' wurde in [9, S. 897], fUr m = 0 die Abschatzung
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hergeleitet, mehrfache Benutzung dieser Beziehung gibt uns

Wenn man diesen Ausdruck hier in die IIp-te Potenz erhebt, nach i summiert
und (3.31) beachtet, ergibt sich

Das impliziert zusammen mit (3.32)

h~ O. (3.33)

Die Betrachtung der Menge E" war deshalb notig, weil auf den Abschnitten
[ai - (m + I) h, ai), i = -[kI2], ... , [kI2], die Differenz .d;:'+lQ2k(X) nicht
als Integral der (m + I)-ten Ableitung von Q2k(X) darstellbar ist. Urn fUr
die Menge [-I, I - (m + I) h]\E" ebenfalls eine Abschatzung zu erhalten,
betrachten wir wie in [9] die Zerlegungen -I < b-[k/2]+1 < ... < b[k/21 < I,
wobei bi = (ai + ai_l)/2 gilt, k = 2, 3,.... Die stiickweise-polynomialen
Funktionen U2k(X) werden wie folgt definiert: Auf [-I, b-[k/2]+1)([b[k/2] , 1])
fallt U2k(X) mit der Fortsetzung des Polynoms zusammen, das S2k(X) auf
[-1, a_[k/2]) ([a[k/21 , 1]) darstelIt, und auf [b i - 1 , bi) mit dem entsprechendem
Polynom auf [ai- 1 , ai), i = -[kI2] + 2,... , [kI2]. Man iiberzeugt sich leicht,
daB fUr {U2k(X)} (3.28) gilt, was in analoger Weise eine Abschiitzung fUr
{SEA' I .d;:'+Y(x)jP dxplp wie in (3.33) ergibt. Hier ist E,,' die durch Entfemen
der Anschnitte [bi - (m + 1) h, bi) aus [-1,1 - (m + 1) h] entstandene
Menge. Laut Konstruktion gilt E" u E,,' = [-1,1 - (m + 1) h], so daB
(3.30) bewiesen ist.
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Da w(h) E Wm+l gilt, konnen wir Lemma 1 anwenden, was
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hm+2 f ;~:~ log2 2; dt = O(w(h)), h -+ 0,

ergibt. Die schon bewiesene Beziehung (3.30) gestattet daher, unter Benutzung
von Wm+l C Wm+2 auf die Richtigkeit von

w p •m+lh,1) = O(w(h)), h -+ 0,

zu sch1ieBen. Es geniigt nun, (1.2) anzuwenden.
Aus den in diesem Paragraph bewiesenen Ergebnissen fo1gt unmittelbar

die fo1gende Beschreibung der Klassen H~,m .

THEOREM 4. Sei f E L p , 1 ~ p < 00, m = 1, 2,.... Wenn w(h) E Wm

der Beziehung (2.16) geniigt, so sind iiquivalent

(2) Es existiert eine Folge von Polynomen Pn(x) der Ordnung ~ n,
n ?': m - 1, Pl(X) = ... = Pm-2(X) = Pm-l(X), derart, daft die in (3.4)
definierten stiickweise-polynomialen Funktionen der Beziehung (3.28) geniigen.

Dieser Satz ahnelt seiner Form nach entsprechenden Ergebnissen fUr
die trigonometrische beste Approximation im periodischen Fall. Wir
bemerken noch, daB auf Grund von Lemma 1 die durch die Eigenschaft (2)
aus Theorem 4 gegebene Funktionenk1asse fUr jedes w(h) E Wm mit H;,m+l
zusammenfaUt, so daB die auf diese Art und Weise konstruktiv beschriebenen
Klassen stets mit Hilfe der Differenzeneigenschaften gewisser Ordnung
charakterisiert werden konnen.

Zum Absch1u13 mochte der Autor Frau Dr. Storozenko fUr die Aufga­
benstellung und eine Reihe wertvoller Hinweise sowie Professor Uljanov
fUr seine dieser Arbeit gewidmete Aufmerksamkeit aufrichtig danken.
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