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In der vorliegenden Arbeit sollen einige Verallgemeinerungen des bekannten
Theorems von Jackson fiir die Abschiitzung der algebraischen besten Approxima-
tion diskutiert werden. Hauptanliegen wird der Beweis von Ungleichungen mit
Stetigkeitsmoduln beliebiger Ordnung in L,, 1 <p < o, sein; auBerdem
beschiftigen wir uns mit Aspekten der konstruktiven Beschreibung der Klassen
H,» und ihrer Analoga.

In diesem Paragraphen werden die notwendigen Begriffe und Bezeich-
nungen erliutert und einige Hilfssdtze bewiesen, die wir im weiteren benutzen
werden.

Mit L, = L(4), 1 < p < oo bezeichnen wir wie gewdhnlich den Banach-
raum der auf dem endlichen Segment 4 ={[a,d], |4 =5b—a < o,
meBbaren Funktionen f(x) mit der Norm

Ul = 17y = | 1o x| < oo,

Analog definiert man L, (|| flle = supvrai,., | f(x)]) und C = C(4)—den
Raum der auf 4 stetigen Funktionen mit der Norm

WA= /@llcw = max S

Stetigkeitsmodul m-ter Ordnung, m = 1, 2,..., der Funktion fe L, nennen
wir

Wy f) = sup F,uh, f), 0 <3 <14|m,
0<h<S

wobei
Jﬂ.m(h’ f) = ” Ahmf(x)”Lp(a,b—mh)
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114 P. OSWALD

sowie
4 = 3 =1y () fx + b

die Differenz m-ter Ordnung mit Schrittweite 4 von f(x) bezichnet. Analog
fiihren wir we, (8, f) bzw. w,(8, f) fir fe L, bzw. fe C ein. Einfache
Eigenschaften der Stetigkeitsmoduln, die besonders fiir m = I, 2 eine
wichtige Rolle in der konstruktiven Funktionentheorie spielen, kann man
z.B. in der Monographie {18] finden. Wir halten hier ledighlich die Beziehung

wpm(2h, ) < 27wy, m(h, f) (1.1)

und eine Ungleichung vom Marchoud’schen Typ (siehe z.B. [7])

1T @y, aa(E, £)

@pnlh, f) < Clm) b | Lomdle ] g+ oGm)  (12)

fest. In (1.2) und tberall im weiteren Text werden wit unter C(m), C(m, [),...
positive, nur von den angegebenen Parametern abhingige Konstanten
verstehen, die in der Regel in verschiedenen Abschdtzungen und Gleichungen
verschieden sind. Wir werden die Funktion w(#), 0 << & < H, Stetigkeits-
modul nennen und w(h) € £2 schreiben, wenn fiir 0 << h < h + by < H gilt

0 < w(0) = w(+0) < wk) < wth + ) < wk) + wlhy).

Es ist wohlbekannt, daB {2 mit der Klasse der Stetigkeitsmoduln erster
Ordnung von Funktionen aus C zusammenfallt. Weiterhin werden wir
wh)e W, ,m = 1, 2,..., schreiben, wenn diese Funktion fir0 <A <h < H
folgende Bedingungen erfiillt

0 <wi) <why),  wh) <2"w(h/2).

In diesen Definitionen kann die Zahl H > 0 von Funktion zu Funktion
verschieden sein. Da im weiteren nur das Verhalten in der Nullumgebung
von Interesse ist, kann man bei Notwendigkeit w(h) = w(H) bzw. w(h) =
w(H) fir h > H setzen. Wir bemerken, daB dank der angegebenen Bedingun-
gen die Stetigkeitsmoduln m-ter Ordnung zu W,, gehoren (siehe (1.1)).
AuBerdem gilt QC W, C W,C . Seiwh)e W,,, m=1,2,..., 1 <p < 0.
Wir sagen fe Hy ., wenn

@pmlh, ) = OW(h), h—0.

Fiir m = 1, w(h) € 2, erhalten wir die gewdhnlichen Klassen H,*.
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Wir benétigen folgende Behauptungen.

LemMA 1. Sei w(h)e W,, . Dann gilt

tm+2

H
i | M) 1o —2/1—’ dt — Ow(h),  h—0. (1.3)
h
Beweis. 0O.B.d.A. setzen wir H=1. Sei h = 2%, k =1,2,.... Aus den
Eigenschaften von w(h) € W, folgt

k— , -
9—k(m+1) J.l w(t) log, 28+t dt < 2-km+D Zl w2k +1—i) 1
=0

ok 2 2—{i+1)m+2) i+l
k1 Ak—im . 26 (e 4 1 — i) N
< 1.§0 2k(m+1) W’(Z k)
k+1—
\ 2m+1w(2 k) Z _}“ZR -~ l
= O(W(z_k))5 k — oo.
Hieraus leitet man leicht (1.3) ab.
LeMMA 2. Seifel,,l <p < oo,m=1,2,... Dann gilt
C*(m) ? b —
Foutnf) < S [" e de, 0 <h< Pt (4

Beweis. Fiir 0 << by < h < | 4 |/m haben wir die Identitit

z( 1 (") ARy S + )

= 2o () S s () (st (- E )

=L () o () (e on 402

= 3 1 (%) Bonesn i S + v
y=0
Wir bemerken, daB die erste Summe fiir j = 0 die m-te Differenz 4,7f(x)
enthilt, und stellen die Identitdt nach ihr um. Danach werden beide Seiten
in die p-te Potenz erhoben. Jetzt wird die fiir beliebige reelle a; und natiirliche
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n-giiltige Ungleichung | Y, a;|? <n*1Y; | a;|? entsprechend benutzt
und nach x in den Grenzen von a bis b — mh integriert. Das ergibt die
Ungleichung

/)

Pl f) < € 13 7 (|

N (V)

j=1

,f)§.

Wir integrieren hier nach /; von 0 bis 4 und erhalten

S [ e e

= om— 2v Jy
vEm (2

hS 5 mlhs f) < C*(m)

™ Z 2.] J‘((m 29) /m)h fﬁ,m(f, 7 d§§

< o) [ Sl f)

Damit ist Lemma 2 bewiesen.
Folgender Hilfssatz wurde von Brudnyi in [2] angegeben und spielt in
unseren weiteren Betrachtungen eine wichtige Rolle.

Lemma 3. Fiir ze [—1, 1] setzen wir

>z,
0.0 = I’ ;‘<§ xe[—1,1]. (1.5)

Dann existieren algebraische Polynome Q,(x) = Qsn(x; z) der Ordnung
< 2nl mit der Beziehung

c
0.(x) — ()l < (n | arccos x — arccos z | + 1)¥-1~ xel[-1, 1](’1 6)

wobei n=0,1,..., I =1,2,.. gil.

Mit P,, = P,,(x) bezeichnen wir algebraische Polynome der Ordnung << m
m=0,1,...

LemMA 4. Fiir x € (— oo, oo) gilt die Abschitzung

| Pull < COom 505 [ Paliyia s 1P <o (D)
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wobei

8(x) = 8u(x; 4) = 1, xed

=|x—a—§b|m/ldl"‘, x € (—o0, co)\d. (1.8)

Beweis. Wenn xed, so gilt einfach | P,(x)| <|| Pnllcy . Fiir xe
(— o0, c0)\4 benutzen wir eine Ungleichung von Cebysev (siche [18, S. 79])

T Pp(x)] < ch [m arcch -2 b——aa_ b] | P llcia »
wobei
ch(m arcch ) = 3[(z + (¢ — DV/3¥™ 4- (¢ — (12 — DA™]
<27t [t =1

gilt. Wenn man also 6(x) gemdB (1.8) festlegt, so ist offenbar
I Pm(x)l < C(m) S(X) “ Pm HC(A) » X € (_ 0, CD)

Der Beweis schliet mit der Anwendung einer Ungleichung aus [18, S. 251]

1/p
| P llow < g“_ffg:lﬂg

m?? | Py 0 -

Seinun E,, ,(f) = infp_{lf(x) — Pm(x)]]Lp(A) ,m =0, 1,..., die beste Approxi-
mation der Funktion fe L,, 1 <<p < oo, mit Hilfe algebraischer Polynome
der Ordnung < m auf dem Segment 4. Analog definiert man E,(f) fir
feC. Fir Funktionen aus dem Raum L, (und damit auch aus C) hat
Whitney in [19] folgende Ungleichung angegeben:

Em.oo(f) < C(m) woc,m+1(| 4 |/(m + 1)1 3] feL,.

Eine Verallgemeinerung dieses Resultates auf die Rdume L,, 1 <<p << oo,
bewies Brudnyi [3]; sie ist auch als Spezialfall in Ergebnissen aus der Approxi-
mationstheorie mit Splinefunktionen enthalten (siche [5, 13]). Vor kurzem
hat StoroZenko [14] (vergl. auch die Arbeit [15], in der der Fall 0 <p < 1
betrachtet wurde) folgende Verbesserung dieses Ergebnisses erreicht: Sei
fel,,1 <p <o, m=0,1,... Dann gilt

E, (f) < Cm) [3_121? le[/(zmﬂ) 5 f) dE 1/p

4
+ Spmia (2_nl»;—~17[1— ) f)] (1.9
Wir bendtigen diese Abschitzung in etwas anderer Gestalt.

640/[23/2-3
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LEMMA 5. Sei f(x)eL,(4), 1 <p < oo, m=0,1,... Dann existiert
ein Polynom P(x) = P,(x;4, f) von der Ordnung < m, fiir das die Ungleichung

1 plaimen 1/p
Enolf) SIf = Ply < Com frg [© sl ) ] (110)
erfiillt ist.

Zum Beweis von (1.10) geniigt es, Lemma 2 und (1.9) zu kombinieren.
Als letztes betrachten wir eine beliebige Zerlegung des Segments 4

moaA=xg <X << x=b

und definieren fiir eine gegebene Funktion f& L, die stiickweise-polynomiale
Funktion der Ordnung << m

S(x) = S,.(x; 7, f) = Pu(x; 45, ), xed;=[x;_y,x), j=1,.,r
(1.11)
Sei noch 4 = max; | 4, |, 4 = min, | 4;|.

Lemma 6. Sei f(x)e L, (4), 1 <p< ow, m=0,1,... Dann gilt fir
die in (1.11) definierte Funktion S(x)

(m+1)

17 =Sl < € | [ e ]

(1.12)

4 \1/r 4
< C(m) (Z) Wy, mt1 (m ,f)-
Der Beweis von Lemma 6 reduziert sich auf ein Addieren der Abschitzungen
(1.10) und einige elementare Umformungen; wir fithren ihn deshalb hier
nicht durch. Wir bemerken noch, daB die letzte Ungleichung aus (1.12)
in einem allgemeineren Fall bereits in [13] angegeben wurde.

2

Eines der klassischen Ergebnisse der Approximationstheorie ist die
Ungleichung von D. Jackson

b—a
E(f) < Con (=1 f),  n=0,L..feC @.1)
Ein dhnliches Resultat fiir den Fall der Rdume L,, 1 <<p < oo, wurde
von Potapov in [11] bewiesen. Es bleibt zu fragen, ob eine Abschitzung
vom Typ (2.1) auch mit Stetigkeitsmoduln beliebiger Ordnung in der rechten
Seite bestehen bleibt, wie es fiir die trigonometrische beste Approximation
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der Fall ist. Die Richtigkeit einer derartigen Behauptung fiir den Raum C
der stetigen Funktionen folgt aus einem Ergebnis von Brudnyi [2], [4],
das wir in Teil 3 (Theorem C) anfiihren.

Wir geben hier eine Antwort auf die gestellte Frage fiir die Rdume L, ,
1 <p< o0

THEOREM 1. Sei f(x)e L,(4), 1 <p < o, m = 1,2,.... Fir beliebige
n>=m—1gilt

En ) < COm ey (1501 1), @2

Beweis. 0.B.d.A. setzen wir 4 = [—1, 1] voraus. Wir fixieren m und p,
m=12,..1<p< . Firn =0, 1,... betrachten wir die Zerlegungen

7, Og << 0y <<+ < Opyy s
alEaz(n):_—l_’——;l_i_j—l—’ i=0,...,n+1

des Segments [—1, 1] in # 4 1 gleiche Teile. Es ist gut bekannt (vergl. [5,
13]), daB fiir ein gegebenes fe L, eine Splinefunktion S(x) =S, .(x;f)
mit den Eigenschaften

S(x) = Pi(x), x € oy, o), i=1,.,n-+1, (2.3)
Sm-2(x) e C(—1, 1), m>=2 2.4)

existiert (hier sind P(x) = P,,_, (x) gewisse Polynome von der Ordnung
< m — 1), fiir die die Ungleichung

I — Smalls < C(m) wp,m (Wz—%l)— ,f) (2.5)

erfiillt ist, » = 0, 1,... . Wir bemerken, daB dank (2.3), (2.4)
Pyx) — Pipy(x) = Bilx — o)™, i=1,.,n (2.6)

mit gewissen reellen B; gilt und daB aufgrund von (2.5) leicht

non (i Smn) < CO) wam (2o f) 2D)

folgt. Unter Benutzung der Funktionen (1.5) kénnen wir jetzt schreiben

n+1

SE) = 3, PANO.) — B, ()

-
M= i

O, (X)(Pfx) — P;1y(x)) + Ppia().

i=1
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Aus Lemma 3 mit / = [(m — 1)/2] 4 2 folgt nun, daB Polynome Q(x) =
Qonix, o) von der Ordnung < (m + 3) n derart existieren, daf3

16,69 — 0 < G5 _";g’? s i=hen ()

gilt. Demnach haben die Polynome
P (-x) m n(x) Z Qz(x)(P z(x) i+1(x)) + P n+1(x) (29)

die Ordnung <m —1+(m-+3)n, n=0,1,.... Also bekommen wir
aus (2.6), (2.8) und der Jensen’schen Ungleichung fiirn =1, 2,...,

56 — — 0. LNPLx) = Prn))]

D - |Bz Ix_a1,|m_1 ’
< o (L ST

x_a|m1 ):D—l

C(’")p(z W Tx = LI

- | x — a; ™1 B;|?
. Z (n|x — o + 1ymt1’ (2.10)

Da wir aber fiir jedes x € [—1, 1] die Abschdtzung

Ix — a1 ni1 Qifn + 1y
Z Wlx—o TP <2 L GoG— Dja T D 1 10

< G5 i < Clnn + ey

haben, folgt aus (2.10)
f ' | S(x) — P(x)|? dx < C(m)? (n + 1)~(r-Dim-1)
-1

]x—a,]mldx

Xigillgz f (n|x — o] + Dmit -~

Eine unmittelbare Rechnung zeigt, daf3

fl | x — oz ™ dx
a mlx — o] + e

xm1 dx C
<2f0(nx+1)m+1\(n+1)mz’ St
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gilt. Aus den letzten beiden Ungleichungen erhalten wir

IS — P2 < COmy? (n + D70 8,7 @.11)
i=1

Wir schéitzen ab
a+2/mln+1)

f | Pi(x) — P ()P dx = j B, 17 | x — oy [V g

ag g

a+2/min+1)

2 /m{n-1)
— | ’81 |P J xm=12 s
0
= C(m)? | B; | (n ++ 1)-tm-D2_ (2.12)

Da aber dank (2.3) die Gleichheit

_Ag;m(nJrl)S(x)
= rjg: (—1m—+1 (T) P, (x + v —m_(nz—(——l)_) — P (x -+ - j_ i )
= _A;n/m(n+1)Pi(x)+Pi (x+ nj_ 1 ) _Pi+1(x+ nj— 1
“rfo ) e,

x e (041-__1 > Oy T 7(;1—2_}:77)

besteht, schlieBen wir mit (2.11), (2.12), daB firn =1, 2,...

n~1 ,e;+2/mint1)

Is—Plp<cem” ¥ [ | AGminSEN” dx
< Cm)’ w? (—m%— s)
~ »,m m(n _,_ ]) 3

gilt. Fiir n = 0 ist einfach S(x) = P(x). Unter Beriicksichtigung der letzten
Ungleichung, von (2.5) und (2.7) erhalten wir, daB die konstruierten
Polynome (2.9) der Abschitzung

If = Punlly <Uf— Sl + IS — Pl

2
< C(m) wym (m f) (2.13)
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geniigen. Wir setzen nun P, (x) = P, (x) fir m — 1 +(m + 3Dk <n <
m—1+m+3)k+1), k=0,1,.... Auf Grund von (2.9), (2.13) und
den Eigenschaften des Stetigkeitsmoduls m-ter Ordnung (z.B. (1.1)) iiberzeugt
man sich leicht, daB} diese Polynome P,(x), » = m — 1, die gesuchten sind.
Damit ist Theorem 1 bewiesen.

Aus Theorem 1 und der Ungleichung

Wpmerlhs f) S Hwpulh, f),  f)e WD), r=12,..,

wobei W," = W, (4) die Klasse differenzierbarer Funktionen f{x) bezeichnet,
fiir die f-V(x) absolut stetig auf 4 ist und f(x) € L,(4) gilt, folgt sofort
eine Behauptung, die gewohnlich zweites Theorem von Jackson genannt
wird: Wenn fe W,", 1 <p < oo, r=1,2,.., m=1,2,.. gilt, so besteht
fiir n > m + r — 1 die Abschitzung

4]y 41
E,{f) < Clm + 1) (*m) Dyp,m (m— o f ) (2.14)
Aus unseren Ergebnissen folgt weiterhin, daB fiir Funktionen fe H} ,,
(w(h) e W,,) und n > m — | die Bezichung

E, .(f) = O(w(l/n)), n— 0, (2.15)

gilt. Es ist gut bekannt, daB umgekehrt (2.15) nicht unbedingt fe H} ,,
impliziert. Unter Benutzung der gewdhnlichen Technik zum Beweis von
Umkehrsitzen und der Ungleichung von Lebed’ [8] fiir die L,-Norm der
Ableitung eines algebraischen Polynoms kann man allerdings Umkehrsétze
fiir jedes vollig im Inneren von 4 liegende Segment gewinnen.

Daraus laBt sich nun folgende Variante zur Charakterisierung der Klassen
H3 , ableiten: Gegeben seien eine Funktion f(x)e Ly (4), 1 <p < oo,
eine (fixierte) natiirliche Zahl m, m = 1, 2,..., und ein beliebiges (fixiertes)
Segment A’ = [/, b'] mit 4 C (a’, b’). Besov hat in [1] gezeigt, daB eine
Fortsetzung f(x), x € 4’, der Funktion f(x) existiert (d.h. f(x) = f(x) fir
x € 4), fiir die

@5, m(hy f) = O(wp,m(h, 1)), h—0,
gilt. Wenn w(h) € W,, der Beziehung

tm+1

m f O 4 o), R0, (2.16)

genligt, so sind folgende Aussagen dquivalent

() feHym
2 E,(f) =0 (w (l)), n — oo.

n
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3

Wie weiter oben schon deutlich wurde, ist die Frage nach der Umkehr-
barkeit der direkten Theoreme fiir die algebraische beste Approximation
und der konstruktiven Charakterisierung von Funktionenklassen, die
durch Struktureigenschaften beschrieben werden, nicht vollstindig geklért.
Diese Aussage bezieht sich vorrangig auf den Fall der Riume L, , | <{p < 0.
Fiir die Metrik des Raumes C hat als erster Nikolski{ in [10] bemerkt, daB
man eine Funktion f(x) € Lip 1 = H® an den Enden des Segments besser
anndhern kann als in der Mitte. In Fortsetzung dieser Idee bewies A. F. Timan
folgende Behauptung.

THEOREM A ([16]). Fiir f(x) e C und n =1, 2,... existieren algebraische
Polynome P,(x) der Ordnung < n, fiir die gilt

) = Pl < Con (L2202 4 ) G)

Hier und weiter unten nehmen wir O.B.d.A. 4 = [—1, 1] an.
Etwas spiter wurde von Dzjadyk [6] und A.F. Timan [17] die Umkehrung
dieses Satzes gezeigt.

THEOREM B. Wenn f(x)e C gilt und fiir ein gewisses w(h)eQ (3.1)
erfiillt ist, so hat man die Abschditzung

wyh, ) =0 (h : ﬁt({—) dt), h— 0.

Theorem A und B zusammen implizieren eine konstruktive Beschreibung
der Klassen H«, wenn w(h) fiir m =1 der Bezichung (2.16) geniigt. Wir
bemerken noch, daB Brudnyi in [4] (3.1) fir Stetigkeitsmoduln héherer
Ordnung bewiesen hat.

THeOREM C. Fiir jede Funktion f(x)e C und m = 1,2,... existiert eine
Folge von Polynomen {P,(x)}r_.._1 , SO daf gilt

(1 — x2
n

1fG6) = Pal(e)] < Clomn, +ok ) eEm—1 (2

Die strukturelle Beschreibung von Funktionenklassen, die durch die
zu (3.1) analogen Aussagen in den Riumen L,, 1 <p < oo, bestimmt
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sind, d.h. der Klassen von Funktionen f(x)e L,, 1 < p < oo, fiir die bei
gewissem w(h) € £2 Polynome P,(x), n > 1 existieren, so daB

' f&) = Pu(x)
el

n n?

=0(), n—ow (3.3)

Ly(-1,1)

gilt, fithrte Potapov und Lebed’ zur Definition neuer Klassen 4,° (siche
z.B. [12, 9]). Langere Zeit war nicht klar, ob (3.3) auch die Klassen H,*
beschreibt. V. P. Motornyi hat nun in [9] festgestellt, daB die Klassen A4,
und H,” im allgemeinen verschieden sind, und gleichzeitig eine Variante
der Verallgemeinerung des Theorems A vorgeschlagen, die eine Umkehrung
im Sinne von Theorem B und eine Charakterisierung der Klassen erlaubt.
Bei der Formulierung und Verallgemeinerung dieses Ergebnisses verindern
wir die Konstruktion aus [9] geringfiigig. Sei

a, = (1 — 2—21:)1/2, a_; = a;, i= 0, 1,...,
d.h. (1 — a)'/? = 2-1", Wir betrachten die Zerlegungen
T —l<a, << g =0< " <a <],

k =0,1,... Die Abschnitte der Zerlegungen bezeichnen wir mit E®,
i=41,., +(k -+ 1). Theorem A kann nun so umformuliert werden:
Wenn fe C, so existiert eine Folge von Polynomen {P,(x)}5_, , so daB

”f— Sn” < C(.Ul(l/l’l,f), h= 1’ 2:---3

wobei {S,(x)} mit Hilfe von {P,(x)} auf folgende Art bestimmt ist: S,(x)
stellt eine stiickweise-polynomiale Funktion auf der Zerlegung =;, gemiB

Sux) = Pl grany®),  X€EP, =4l +k+1) (34

dar, wobei k = [log, n/2] gilt und [«] den ganzen Teil von « bezeichnet.
In dieser Formulierung gelang es in [9], die Theoreme A und B auf die
Réume L, zu tibertragen.

THEOREM D. SeifeL,,1 < p < o und w(h) € Q.
(1) Wenn fe H,» gilt, so existiert eine Folge {P,(x)}r_, , S0 daf
Hf— Sn ”p < Cw(l/n)y n = 1; 2,..., (3‘5)

wobei {S,,(x)} mit Hilfe von {P,(x)} gemdf (3.4) definiert wird und die Konstante
C nicht von n und f abhingt.
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(2) Umgekehrt, wenn eine Folge von Polynomen {P,(x)} existiert, fiir
die (3.5) erfiillt ist, so gilt

@yl f) = 0 (h f “’(’)1 dt), h— 0. (3.6)

Aus Theorem D folgt leicht die Charakterisierung der Klassen H,*,
wenn w(h) fiir m = 1 (2.16) geniigt.

In diesem Paragraphen werden wir Theorem D fiir Stetigkeitsmoduln
hoherer Ordnung herleiten.

THEOREM 2. Sei feL,, 1 <p << oo, sowie m =0, 1,... eine natiirliche
Zahl. Dann existiert eine Folge von Polynomen {P,(x)};.., so daf fiir
n=1,2,..,

1~ Sulls < COn, p) wp,mia(1f(m + 1D 1, f) 3.7

gilt, wobei S,(x) in (3.4) definiert und P,(x) = -+ = P,,_,(x) = P,(x) gesetzt
ist.

Beweis. Von der Idee her werden wir einige Gedanken aus [4, 9] sowie
aus dem Beweis von Theorem 1 kombinieren, allerdings bringt der Ubergang
zu Stetigkeitsmoduln beliebiger Ordnung einige technische Schwierigkeiten
mit sich, die den Beweis langwierig machen,

Wir betrachten wieder die oben eingefiihrten Zerlegungen =, und teilen
jeden Abschnitt E{¥’ in 2*-1{41 gleiche Teile, i = --1,..., +-(k + 1), und
erhalten neue Zerlegungen

e —1=xB < <x® <axP m0 <P < <X =1

mit den Abschnitten A% = [x*), x(®), j= —N+ 1,.., N, N = N(k).
Wir halten hier eine Exgenschaft fest, die wir unten oft benutzen werden:
Wenn 4% C E( gilt, so haben wir

lAj(k)| _ aj; — Al = 2-k~[i] (38)

YE—[E]+1

(wir schreiben f>< g, wenn absolute Konstanten C;, C, derart existieren
dal 0 <C, <f-g << C, < oo gilt fiir beliecbige Werte der Parameter,
von denen f und g abhangen).

Wir flihren nun die stiickweise-polynomiale Funktion

SOx) = PP, xed®, j=_N+1,..,N, N=NEK
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ein, wobei P{(x) = P,(x; 4™, f) die (1.10) erfiillenden Polynome der
Ordnung < m aus Lemma 5 darstellen. GemiB dieser Definition gilt

s = Y PP, (%) — 6,0 (),

j=—N+1

und wenn man hier 6,%(x) durch die Polynome Q{*"(x) = Quess,(x; X{*)
aus Lemma 3 ersetzt, bekommen wir eine Folge von Polynomen

Ry(x) = i PRGNQ(x) — 0P (%) (3.9)

j=—N+1

der Ordnung < m -+ 2%, k =0, 1,... . Die natiirliche Zahl / werden wir
weiter unten definieren. Wir fuhren noch zwei stiickweise-polynomiale
Funktionen ein

Sl(cZ)(x) = Rk—lil+1(x)a
e BB i — 41, +(k/2] - 1) (3.10)
Sl(c:;)(x) = Sk—|i|+1(x)a

k=0,1,. . Die in (3.10) mit Hilfe von {R,(x)} konstruierte Funktion
entspricht schon in gewissen Sinne Sxu(x) aus (3.4), wir werden daher
IILf— S& |, abschiitzen und die notwendigen Korrekturen in {R,(x)} und
{S2(x)} am Ende vornehmen. Zunichst betrachten wir || f — S{¥ |, . Laut
(3.10) gilt

S(3)(x) P,.(x; A(k— z|+1), f)
xeAj(k—liHl) CEj([k/z])’ i= +1,.., j:([k/2] + 1)

Andererseits folgt aus (3.8) fiir 41D C B = 1., +(k/2] + 1)
die Bezichung | 4%~ 1911 | =< 2-* so daB die Anwendung von Lemma 6 die
Ungleichung

1
1f = Sy < COm i (355775 ) (3.11)
ergibt. Hieraus konnen wir sofort

1 1
i (55 15> ) < €0 @pms iy /) G12
ableiten. Wir wenden uns nun der Abschitzung von

+([k/21+D

[ SP — 522 = Y J-([ . Ri_i1:2(%) — SPp1a ()] dx = >
i=+1 /2 &
(3.13)
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Zu, wobei

;([k/2])

Ef j=—N{k—]|+1)+1

Nk—14l+1) -1 Goi1+1) (e—l4l+1)
(Pl 400 — P10

s D
X (O, s14(X) — QLD ()" g,
gilt. Wir benutzen wieder Lemma 3 und bekommen fiir x € [—1, 1]

I @w(k—|i|+1)(x) — Q;k—1i|+1.l)(x)l

cd)
(281 | arccos x — arccos x(-li+D | 4 1)2-1 (3.14)
Fiir die Differenz P71+ (x) — P{*-1¥+D(x) und das Segment
(k—l¢l+1)
Th—tilin _ [ Ge—lelen G-lien | 4 l
Ajk +1 :[leil +l,xjk U ’;1+1 ]
wenden wir Lemma 4 an
EPj(f—l-liHl)(x) _ Pj(k—lilﬂ)(x)I
. H Pj(_’ﬁ;h’\—{-l) _ Pj(k-—|i1+1) “Lp(j‘i(k—[f[i-l))
—1i+
< C(m) §; x) [ AT+ [i/e , (3.15
3

wobei 81 (x) = §,(x; AF1H)  gemdB (1.8) gesetzt wurde. Aus
(3.14), (3.15) und der Jensen’schen Ungleichung folgt jetzt

8§k—|i|+1)(x) )p—l

I, < C(m, 1) - .
i < Clm. 1) £ ;(Z’C'Wrl | arccos x — arccos x{F-li+D) | - 1)1

8](_k—|i|+1)(x) ” P](E;[z[-i—l) . P;k-—lil-(-l) ”:”(A"j(k-]iHl))

. . - . dx.
2;' | A§F=11+0 [ (2F=1¢1+1 ] arccos x — arccos xF=1H+D | - 1)1

(3.16)

Es zeigt sich, daB fiir / > m + 1 die Abschitzung

(e—1il+1)
sup . 3; (x) .
N (2F=1#1+1 | arccos x — arccos x{F-1HIHD | 4 1)1

= C(m, 1) < oo (3.17)



128 P. OSWALD

besteht. Zum Beweis dieser Behauptung konnen wir uns 0.B.d.A. auf i >0
beschrénken. Es gibt nun 4 Méglichkeiten

(@ AF D CEEH ) k42— 2

(b) AFVC gl 10,1

() ALV CEEAY = i, (E¥TY = EU-it)
() AP CEYHY ok — i 2

Die Summe in (3.17) unterteilt sich dementsprechend in 4 Untersummen.
Der groBeren Ubersichtlichkeit halber lassen wir zeitweise den Index
(k — i -+ 1) weg. Unter der Voraussetzung (a) ist fiir x € EL*/2]

| arccos x — arccos x; | = (1 — a?. )| x — x;| =27 | x — x5
und 8;(x) < C(m) | x — x;|™ | 4; |, so daB

X — X; ‘m+1—2l

8,(x) |
(2% | arccos x — arccos x; | -+ 1)1 < Cm) | 4;|™ - 22D

gilt. Weiter haben wir | x — x; | =< 2-%; daher folgt aus der Konstruktion
von 7_;,;, und (3.8) die Abschdtzung

S(a) . <c k+2—2¢ |x —x; |m—2l+1
= A].cU%;;i“ < C(m) ng AjCZEW | A, |m 2¢@-1
2—2i(m—21+1)
SCMY Y swmm D
T A4,CE;,,
2~2i(m—21+1)

< C(m) ), S—(k+rIm YEEI-1) A
"

k—2i+2
< C(m) 22 m—2112) Z Qm—=1)yr

r=2

< C(m) 2(k-2i)(2m—21+1)_

Also gilt $* < C(m) fiir > m + 1 . Im Fall (b) erhalten wir durch analoge
Betrachtungen

SO = Y  <CmD Y (QF]x— x| 4 Dmaa

1
24,cUL _E; ., 4,CUL_ 1By,

< Cem D Y jmt < Cim, 1), 1> % + 1.

J=1
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Unter der Voraussetzung (c) und x e E{/2] ist
| arccos x — arccos x; | = (1 — al, )| x —x;| > C- 2" | x — x5

und | x — x; | = 272¢-" womit weiter wie oben folgt

() : | x — x; |2t
¢} — AT A
S = Z‘ < Gom D) Z Z | 4, |7 20 @=1)
4;CUoE g r=2 A,CE,;,, i
t 9-2(i-r)m—2l+1)

< C(m, l) Zg 2—(k—r)m 2(k—r)(2l—1) ’ 2k"2i+7‘+1
=

< Clm, ) 2020210 3 prtn2tsd < Clm, 1), 1> 2+ L.

r=2

Im Fall (d) benutzen wir die Beziehungen | x — x; | < 1 und
2k—i+1 | arccos x — arccos x; | + 1 > 2%~

fiir x € E{*/), Das ergibt

k—i+2 1
§@ = Z < C(m) Z Z S —(k—trim Jk—7)@—1)
4;CUF IR, r=2 4,CE_,
k—i+42 ) 2(k—i+r)m ) k—i4+2
— C(m) Z Qk—i—r+2 S G T < C(m) 2 (k=) (m—21+2) Z m—1)r
r=2 r=2

< C(m) 20-DEm-214) < C(m),

sobald [ > m + % gilt. Damit ist (3.17) gezeigt. Unter Beachtung von (3.17)
bleiben in (3.16) noch die Integrale

(x—i+1)
gD _ J‘ 8" (x) dx
! p (e | AFHD | (28441 | arccos x — arccos x| o 1)t

abzuschdtzen. Dabei unterscheiden wir wieder die Moglichkeiten (a), (b),
(c), (d) und lassen den Index (k — i 4+ 1) weg. Die schon oben aufgefiihrten
Ungleichungen fiir die einzelnen Fille werden ohne nochmalige Erwidhnung
benutzt. Fiir (a) haben wir

| X — X; Im—21+1

dx

L < com |

IR [, [ 2%e=D

2—2i(m—2!+1)
2—(k+1‘)(m+1) 2E2-1)

< C@m, 1) 2%

< C(m’ l) 2(k-2z'}(m_2l+2) 2r(m+1)

< C(m, [) 2rem+3-20, (k —2izr4+2,0> % + 1). (3.18)
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Im Fall (b) bekommt man

(2k I X — xj| + 1)m—21+1

I; < Cm,l
’ (m ) E,.(["M) ]A;} *

< Cm, 1y 2+ | © (@ x4 1ymn g < Cim, 1) (3.19)
0

fir / > m/2 4+ 1. Auf dieselbe Art und Weise zeigt man fiir (¢) und (d)
entsprechende Ungleichungen

I < Clm, 1) 2rm=2d, [ >+ 3 (3.20)

I, < C(m, I) 2-k0-3/2-m), (3.21)
Wie im Beweis von Theorem 1 bemerken wir nun die Gleichheit
Al s — pl—itlyy _ ple-it1) A =i+
| Af—i41)) oir1(X) = P17 (x%) j (x), X € d; .

Wir summieren jetzt die Ungleichungen (3.18) bei fixiertem r nach 4; C E,,
und i > 1. Mit Hilfe von Lemma 6 ergibt sich auf analoge Weise wie beim
Nachweis von (3.11) und (3.12) die Abschdtzung

(k—i+1) (k—i-+1) (k—i+1) |2
; . ]j ” Pj+1 - Pj ||Lp(d’]_(k—~i+1))
izl af-it CE‘(_’:;:+1)

(2m+3—21
< C(m, 1) 270m+3-20 § [ B gty
i>l A(k-—z+1)CE(k—i+1)

< C(m, l) 2r(2m+3 2l) D m+1(2—(k+r)(m 4 1)— Sl(c:fzr

r{em+3— ? 1
< C(m, l) 2 (2m+3 ZZ)wp,m+1 (m >f)s (3.22)

r=2,..,k-+ 1. Fir r=0,1 beweist man (3.22) unter Benutzung von

(3.19). Genauso verfahren wir mit (3.19) und (3.20), um
Jle—i+D Il P{ﬁiﬂ) . ng—z'+1) D
7 J 2

. ”L (Z(k—i-l-l))
izr F-i+UCER-i+) LA

< C(m, 1) 27" P2 27 m + D7 f)

1

< Clm, 1) orim— 2z+(m+1)z:)wp - (zk(m 1

) (3.23)
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fir r = 1,2,..., [k/2] + 1 zu erhalten. Dabei wurde (1.1) ausgenutzt. Die
Summierung der Beziehungen (3.21) fiithrt zur Ungleichung

s (k—i-+1) (k—i+1) (k—i+1)
- —i _
Z Z z, Ii o I Pj+1 P:i o HZ (4 e—i+1))
CEk—i+1) 4

r=2 § afk-irl

k+1

< Cm, D 27k0-m=3m Y g2 Q7% 1), f)

[k /2]4+1

[x/21+1 1
< C(m, 1) 9—k(-m—3/2) % Z grim+1)p + (k + 1)} Wy mi1 (_ ,f)

= 2¥m + 1)
< C(m, l) 2—k(l—m——3/2 (m¢1)1)/2)w£ e (Zk(m1+ 1) ,f) (324)
Fiir i << —1 bekommen wir analoge Abschdtzungen. Wir addieren (3.22)-

(3.24) und beachten (3.13), (3.16) sowie (3.17). Wenn man dabei

1
I =1mp) =[m+ 3+ 771 p] 41
setzt, so ergibt das
© _ g v, 1
IS 12 < Cm, 1 @3 min (55513
E+1 [/2l+1
Z 2@m+3-20)r + z 2m+(m+1)p—2Nr
r=0 re=1
+ 2(k/2)(2m+(m+1)p+3—-2l)E
. 1
< C(m, p) wy,m (W—I-_l) , f) (3.25)

Die Vereinigung von (3.11) und (3.25) impliziert das gewiinschte Zwischen-
resultat:
o2 1_ S
1f = 5 1ly < C% P) @nmas (55717 (3.26)
Wir haben also Polynome R,(x) von der Ordnung < m -+ 2¥i(m, p),
k =0, 1,..., derart angegeben, daB die in (3.10) definierten stiickweise-
polynomialen Funktionen S{¥(x) der Ungleichung (3.26) geniigen.

Wir kommen nun zum unmittelbaren Beweis von (3.7). Wir bemerken,
daB fiir geniigend groBe k, k > k(m) die Bezichung

_[2*—mq_ 1
Sy = [2[(m, ) ] = o ) 2 (.27
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gilt. Wir bestimmen nun geméB Lemma 3 Polynome 0{*/(x) = =0ss,10m. (% x{F ’)
und mit deren Hilfe Polynome R,(x) von der Ordnung < m + 2I(m, p) s, <
2% (siehe (3.9), wo statt Q{(x) jetzt Q)(x) gesetzt wird). Es ist leicht
einzusehen, daBl auf der Grundlage von (3.27) fir geniigend groBe k,
k = k(m), die weiteren Abschitzungen mit neuen, von m und p abhingigen
Konstanten in Kraft bleiben, wenn in (3.10) R,(x) durch R,(x) ersetzt wird.
Sei
Pn(x) = Pm(x; [—1, 1]’ f)’ n << 2ktm
= Ryx), 2*<n<2¥, k= k(m).

Das ist die gesuchte Folge von Polynomen. Tatsichlich ist laut Konstruktion
P,(x), n = m ein Polynom der Ordnung < n. Fiir grofle n, 2% <{ n < 2%+,
k > 2k(m), fallen die in (3.4) definierten Funktionen S,(x) mit S&(x)
zusammen, so daB

1f = Sally < €0 P) wnimis (5575 f)
< C(’ﬂ’ p) Wp,m+1 ('h‘('n—l_*_'"—l')— > f)

gilt. Fiir kleine n, n < 22%™)_ besagen unsere oben angestellten Betrachtungen,
daB

1 = Sully < Com, ) {1 = Pt (=1 11 Pl + @nimis (51|
< Com, ) @nmis (/)
< C(m, p) Wy, m+1 (T(rn—l__l_—l)" » f)

gilt. Damit ist der Beweis von Theorem 2 abgeschlossen.
Wir verschirfen und verallgemeinern jetzt den zweiten Teil von Theorem D.

THEOREM 3. SeifeL,, 1 <p << oo, m=0,l,... Wenn eine Folge von
Polynomen {P,(x)}y_,, existiert, fiir die
If— Sall, = Ow(l/n)),  n— oo, (3.28)

mit w(h) € W, gilt, wobei S,(x) wie in Theorem 2 definiert wird, so folgt

tm+2

@pmialh, f) = O (2 ") dt), B0, (3.29)
h

Beweis. Wir zeigen zundchst ein etwas schwicheres Resultat, das eine
genaue Verallgemeinerung von (3.6) darstellt

wpmislh, f) = O (st f W) 1o Za), h—-0. (30

tm+2
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Wir benutzen dabei die in [9] angestellten Betrachtungen. Sei
Q,{(x) = S,(x) — Syia(x), i=1,2,., 0Oix)= Px).
Aus (3.28) folgt sofort die Beziehung
I @), = OW27%),  i— 0. (3.31)
Fir geniigend kleine £ bestimmen wir k, £ =0, 1,..., gemil

S Y A
P + 1) ®m + 1)

Aus dem Segement [—1,1 — (m + 1) 4] werden die Abschnitte

[a; — m + 1) h, &), i = —[k/2),..., [k/2], entfernt und die Restmenge mit
E, bezeichnet. Dann gilt

%J‘Eh I AZ"+7(X)|]’ dxgl/p

<l

5 Amﬂgz,(x)) dx!’

h ' i=0
m+1
+ ZO (m i 1 % |f(x + vh) — z 0,{x + vh) " il
" men LA
j f J. Q,: (* + hpis) Ay oo dhy | dx
B | 4= 0 0

+ 27 f — Spliy

f f U ]Q(mﬂ)(x+hm+1)\pdx21/pdhm+l...dhl

+ Ow(2)
< B z 1™ g 10y + OCW(RY). (3.32)

Unter Benutzung der Konstruktion der Funktionen Q,«(x) auf Ef* und der
Ungleichung von Lebed’ wurde in [9, S. 897], fiir m = 0 die Abschétzung

[ Q2 = 0( Z 277 | szll‘;)

j=[¢/2]

640/23/2-4
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hergeleitet, mehrfache Benutzung dieser Bezichung gibt uns

i im
I Q(m+1) “17 =0 ( Z Z 9 it ting)p [l in ”17).
7,=[4/2] Imp1=[0m /2] e

Wenn man diesen Ausdruck hier in die 1/p-te Potenz erhebt, nach i summiert
und (3.31) beachtet, ergibt sich

k é im . .
h'm+1 z || Q(m+1) 0 (hm+1 Z Z e Z 2(’1+"'+’m+1) ” ta‘m_H ”p)

i=0 i=0 i,=0 my1=0

- (hm+ z éjoz‘m“ | 0y n,,)

( hm+1
§

I3
=0 (hm+1 z (k —j+ 1) 2(‘m+1)iw(2—i))
i=0

DM =

Il
Q

(=i + D2 0y 1,)

I
-}

x tm+2

1
—0 (hm+1 f 20 tog 2 dt).
Das impliziert zusammen mit (3.32)

% L | AT dxgl/p — o (i f: ;fn(?zl . dt), h—0. (3.33)

Die Betrachtung der Menge F;, war deshalb notig, weil auf den Abschnitten
[a;— (m+ D h,a), i = —[k/2],..., [k/2], die Differenz A7'Qu(x) nicht
als Integral der (m -+ 1)-ten Ableitung von Qu(x) darstellbar ist. Um fiir
die Menge [—1, 1 — (m + 1) h]\E, ebenfalls eine Abschitzung zu erhalten,
betrachten wir wie in [9] die Zerlegungen —1 << b_[/9041 < *** << brissy < 1,
wobei b; = (a; + a;_;)/2 gilt, k =2, 3,.... Die stiickweise-polynomialen
Funktionen o4(x) werden wie folgt definiert: Auf [—1, b_rx/9141) ([Brrsa1, 1]
fillt ox(x) mit der Fortsetzung des Polynoms zusammen, das Sy(x) auf
[—1, a_txse1) (@132 , 1]) darstellt, und auf [b;_; , b;) mit dem entsprechendem
Polynom auf [a, , , &), i = —[k/2] + 2,..., [k/2]. Man {berzeugt sich leicht,
daB fiir {ox(x)} (3.28) gilt, was in analoger Weise eine Abschitzung fiir
{[&; | A3*Y(x0)| dx}'/» wie in (3.33) ergibt. Hier ist E,’ die durch Entfernen
der Anschnitte [b; — (m + 1) h, b;) aus [—1,1 — (m + 1) A] entstandene
Menge. Laut Konstruktion gilt E, U E,’ = [—1,1 — (m + 1) h], so daB
(3.30) bewiesen ist.
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Da w(h) € W,,., gilt, konnen wir Lemma 1 anwenden, was

ol w(t 2t
it [ logs 5y di = 0G0, 40,

ergibt. Die schon bewiesene Beziehung (3.30) gestattet daher, unter Benutzung
von W, C W, ., auf die Richtigkeit von

@p,mielh, f) = Ow(h)),  h—0,

zu schlieBen. Es geniigt nun, (1.2) anzuwenden.
Aus den in diesem Paragraph bewiesenen Ergebnissen folgt unmittelbar
die folgende Beschreibung der Klassen H;, ,, .

THEOREM 4. Sei felL,, 1 <p <o, m=1,2,... Wenn wh)e W,
der Beziehung (2.16) geniigt, so sind dquivalent

(1) feHpm,

(2) Es existiert eine Folge von Polynomen P,(x) der Ordnung < n,
nzm—1, Px) =+ =P, o(x) = P,_(x), derart, daf die in (3.4)
definierten stiickweise-polynomialen Funktionen der Beziehung (3.28) geniigen.

Dieser Satz dhnelt seiner Form nach entsprechenden Ergebnissen fiir
die trigonometrische beste Approximation im periodischen Fall. Wir
bemerken noch, daB auf Grund von Lemma 1 die durch die Eigenschaft (2)
aus Theorem 4 gegebene Funktionenklasse fiir jedes w(h) € W,, mit H} ,, 4
zusammenféllt, so daB die auf diese Art und Weise konstruktiv beschriebenen
Klassen stets mit Hilfe der Differenzeneigenschaften gewisser Ordnung
charakterisiert werden koénnen.

Zum Abschlufl mochte der Autor Frau Dr. StoroZenko fiir die Aufga-
benstellung und eine Reihe wertvoller Hinweise sowie Professor Uljanov

fiir seine dieser Arbeit gewidmete Aufmerksamkeit aufrichtig danken.
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